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Chapter 1

分圆多项式
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Chapter 2

分圆域 Q(ζm)

考虑方程 xm − 1 = 0 的根 ζm = e
2πi
m ，则我们有

(x− 1)(x− ζm) · · · (x− ζm−1
m ) = xm − 1 (2.1)

于是数域 F = Q(ζm) 是多项式 xm − 1 的分裂域。接下来我们就来研究一下 m 次分圆

域 F = Q(ζm) 的性质。

2.1 分圆域 Q(ζm) 的 Galois 群

Theorem 2.1. 设 G 为 F/Q 的 Galois 群，则存在从 G 到 U(Z/mZ) 的单同态 θ 满足

对于 σ ∈ G 有 σ(ζm) = ζ
θ(σ)
m 。

证明. 由于 ζmm = 1，我们知道 σ(ζm)m = 1，于是 σ(ζm) = ζ
θ(σ)
m 其中 θ(σ) ∈ Z/mZ。若

τ = σ−1，则 ζm = τσ(ζm) = τ(ζ
θ(σ)
m ) = ζ

θ(σ)θ(τ)
m 。因此 θ(σ)θ(τ) = 1̄。于是这一映射是

良定义的。

容易印证 θ 是一个群同态。当 θ(σ) = 1̄ 时，σ(ζm) = ζm，于是 σ 为 G 中的单位元，

因此 θ 是一个单同态。

根据这一性质我们可以得到推论：[Q(ζm) : Q] 整除 ϕ(m)。事实上，接下来我们想

要证明更强的结论：[Q(ζm) : Q] = ϕ(m)。

我们先给出 m 次分圆多项式 Φm(x) 的定义：

Φm(x) =
∏

(a,m)=1

(x− ζam) (2.2)

Theorem 2.2. xm − 1 =
∏
d|m

Φd(x)。
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证明. xm − 1 =
m−1∏
l=0

(x− ζ lm) =
∏
d|m

∏
(i,m)=d

(x− ζim)。当 (i,m) = d 时，设 i = dj，则

∏
(i,m)=d

(x− ζim) =
∏

(j,m/d)=1

(x− ζdjm)

=
∏

(j,m/d)=1

(x− ζjm/d)

= Φm
d
(x)

于是 Φm(x) =
∏

(a,m)=1

(x− ζam)。

下面我们来研究 Φm(x) 的性质。

Lemma 2.3. 设 p 是一个素数且 p ∤ m，且 P 是 OK 中包含 p 的一个素理想，则

1, ζm, ζ2m, · · · , ζm−1
m 在 OK/P 中互不相同，且若 P 的剩余类域指数为 f 则 pf ≡ 1

(mod m)。

Theorem 2.4. Φm(x) 在 Z[x] 中是不可约的。

证明. 设 f(x) ∈ Z[x] 为 ζm 的最小多项式，我们先证明若素数 p ∤ m，则 ζpm 也是 f(x)

的零点。记 P 是一个包含 p 的素理想。

由于 xm − 1 是 f(x) 的倍式，因此可以设 xm − 1 = f(x)g(x)。w ∈ OK 则用 w̄

表示 w 在 OK → OK/P 的自然同态的像。因此 xm − 1̄ = f̄(x)ḡ(x) ∈ Z/pZ[x]，由于
引理 1.3 知 xm − 1̄ 在 OK/P 中有着互异的根，因此 f̄(x), ḡ(x) 有着互异的零点，由于

ζpm 是 xm − 1̄ 的根，因此若 f̄(ζpm) ̸= 0，则 g(ζpm) = 0 进而 ḡ(ζ̄pm) = ḡp(ζ̄m) = 0。因此

ḡ(ζ̄m) = 0̄ ⇒ f̄(ζ̄m) ̸= 0，这与 f(ζm) = 0 矛盾。

进而我们可以推出，若 (a,m) = 1，则 ζam是 f(x)的根，这就表明 deg f(x) ≥ ϕ(m) =

degΦm(x)。而另一方面，Φm(ζm) = 0，于是 f(x)|Φm(x)，因此有 f(x) = Φm(x)。这样

就证明了 Φm(x) 是不可约的。

从这一定理我们也可以推出 [Q(ζm) : Q] = ϕ(m) 以及 Gal(Q(ζm)/Q) ≃ U(Z/mZ)。

2.2 素数 p 在 Z[ζm] 中的分解

我们本小节的主要结论是：假设 p ∤ m，则 (p) 在 OK 中是不分歧的。

在研究此问题前，我们需要一些引理。

Lemma 2.5. 设 K/Q 是一个代数数域且 [K : Q] = n，设 α1, α2, · · · , αn ∈ OK 是 K

的一组 Q 基。记 d = ∆(α1, α2, · · · , αn)，则

dOK ⊂ Zα1 + Zα2 + · · ·+ Zαn.
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证明：对于任一 w ∈ OK，存在有理数 r1, r2, · · · , rn ∈ Q 使得

w =
n∑

i=1

riαi.

两边乘以 αj 并取迹得

tr(wαj) =
n∑

i=1

ritr(αiαj) (j = 0, 1, · · · , n).

这构成了一个关于 r1, r2, · · · , rn 的 n元线性方程组。注意到 tr(wαj), tr(αiαj) ∈ Z。根据
Cramer 法则知，每个 ri 可以写成一个整数除以 d 的形式（因为方程组的系数矩阵等于

d）。于是 dw ∈ Zα1+Zα2+ · · ·+Zαn。进而我们就得到了 dOK ⊂ Zα1+Zα2+ · · ·+Zαn。

Lemma 2.6. 判别式 ∆(1, ζm, ζ2m, · · · , ζϕ(m)−1
m ) 整除 mϕ(m)。

通过这两个引理，我们可以推出当 p ∤ m 时，代数整数环 OK 中的任一元素都可以

在模 p 意义下与 Z[ζm] 中的一个元素等价。

Corollary 2.7. 设 p ∈ Z为素数且 p ∤ m，则对于任意的 w ∈ OK，存在
∑

aiζ
i
m ∈ Z[ζm]

使得 w ≡
∑

aiζ
i
m (mod p)。

Corollary 2.8. 若 p ∤ m，且 n 满足 pn ≡ 1 (mod m)，则对于任意 w ∈ OK 满足

wpn ≡ w (mod p)。

证明. 根据推论 2.3 知存在
∑

aiζ
i
m 使得 w ≡

∑
aiζ

i
m (mod p)，于是

wp ≡
∑

api ζ
pi
m ≡

∑
aiζ

pi
m (mod p).

重复 n 次得 wpn ≡ w (mod p)。

若 p 是素数且 p ∤ m，则 (p) 在 OK 中是不分歧的。

证明. 假设 (p) 是分歧的，则存在素理想 P 使得 P 2 ⊂ (p)。于是我们可以取 w ∈ P 但

w /∈ P 2。于是 wpn ≡ w (mod P )。由于 pn ≥ 2，我们可以知道 w ∈ P 2，这与假设矛盾。

因此 (p) 是不分歧的。

对于任意 w ∈ OK，有 σp(w) ≡ wp (mod p)。

证明. 根据推论得存在 ai 使得 w ≡
∑

aiζ
i
m (mod p)，于是

σp(w) ≡
∑

aiζ
ip
m ≡

∑
api ζ

ip
m (mod p).

同时

wp ≡
(∑

aiζ
i
m

)p
≡

∑
api ζ

ip
m (mod p).

于是我们就证明了这个性质。
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Corollary 2.9. 设 P 是 OK 中包含 p 的素理想，则 σpP = P。

证明. 由于对于 ∀w ∈ P，σpw ≡ wp ≡ 0 (mod P )，于是 σpP ⊂ P。又因为 σpP 为极大

理想，于是有 σpP = P。

Theorem 2.10. 假设 p 是一个素数且 p ∤ m，且 f 是满足 pf ≡ 1 (mod m) 的最小的

正整数 f，则在 OK 中有

(p) = P1P2 · · ·Pg,

其中各个素理想 Pi 的剩余类域指数 |OK/Pi| = f 且 g = ϕ(m)/f。

证明. 由推论得 σp ∈ G(P )，于是 ⟨σp⟩ ⊂ G(P )。设 g 为 (p) 的分裂次数，则考虑 G 在

{P1, P2, · · · , Pg} 上的群作用，得到

|G(P )| = |G|
g

=
ϕ(m)

g
= f

由于 f 是满足 pf ≡ 1 (mod p) 的最小的正整数，因此

|⟨σp⟩| = f = |G(P )|

即 G(P ) = ⟨σp⟩

2.3 素数分圆域的代数整数环

我们试图证明，当 l 为素数时，K = Q(ζl) 的代数整数环 OK = Z[ζl]。
设 l 为素数，则 (l) 在 Q(ζl) 中完全分歧，且记 L = (1− ζl)，则 (l) = Ll−1。

证明. 注意到 l =
l−1∏
i=1

(1− ζil )。设 ui =
1−ζil
1−ζl
，我们试图证明它是代数整数环 OK 的单位

元。事实上，由于 l ∤ i，我们能够找到 j 使得 ij ≡ 1 (mod l)，因此

u−1
i =

1− ζl
1− ζil

=
1− ζijl
1− ζil

= 1 + ζjl + · · ·+ ζ
j(i−1)
l ∈ OK

于是 ui 是单位元。

因此

l =
l−1∏
i=1

(1− ζil ) = (1− ζl)
l−1

l−1∏
i=1

ui

于是 (l) = Ll−1。同时，我们设 L 的剩余类域指数为 f，则由于分歧指数 e = l − 1，因

此根据 efg = ϕ(l) = l − 1，得 f = g = 1。于是 |OK/L| = l。

若 l 是素数，则代数整数环 OK = Z[ζl]。
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证明. 显然 Z[ζl] ⊂ OK。又因为 1, ζl, ζ
2
l , · · · , ζ

l−2
l 为K 的一组Q基，则对于任意 α ∈ OK，

存在一列有理数 {ai}(1 ≤ i ≤ l − 2) 使得

α = a0 + a1ζl + · · ·+ al−2ζ
l−2
l

考虑 ζil 的迹，容易计算 tr(ζil ) = −1 (l ∤ i)，而 tr(1) = l − 1。于是

tr(αζ−s
l ) = −a0 − a1 − · · · − as−1 + (l − 1)as − as+1 − · · · − al−2

于是 tr(αζ−s
l − αζl) = las。由于 tr(αζ−s

l − αζl) ∈ OK ∩Q = Z，于是 las ∈ Z。
于是存在 {bi}(0 ≤ i ≤ l − 2) ∈ Z，满足

lα = la0 + la1ζl + · · ·+ lal−2ζ
l−2
l = b0 + b1λ+ · · ·+ bl−2λ

l−2 (*)

由于性质 3.1 得 (l) = (λ)l−1，于是 λ | b0，两边取范数得

N(λ) =
l−1∏
i=1

(1− σi(ζl)) =
l−1∏
i=1

(1− ζil ) = l, N(b0) = bl−1
0

于是 l | bl−1
0 ⇒ l | b0 ⇒ λl−1 | b0。

再对 (*) 式两边模 λl−2 得 λ2 | b1λ ⇒ λ | b1 ⇒ l | b1。
重复这个过程得知 l | bi(0 ≤ i ≤ l − 2)。记 bi = lb′i(b

′
i ∈ Z)，则

α = b′0 + b′1λ+ · · ·+ b′l−2λ
l−2

这就推出了 α ∈ Z[ζl]。于是 Z[ζl] = OK。


	目录
	分圆多项式
	分圆域 Q(m) 
	分圆域 Q(m) 的Galois群
	素数p在Z[m]中的分解
	素数分圆域的代数整数环


